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問題 1

1.

m1 とm2 において運動方程式を立てると

m1r̈1 = G
m1m2

r2
r

r

m2r̈2 = −G
m1m2

r2
r

r

上式を整理して

r̈1 − r̈2 = −G
(m1 +m2)

r3
r

r̈ = r̈1 − r̈2 = −G
(m1 +m2)

r3
r

2.

(v̇x, v̇y) = −G
m1 +m2

(x2 + y2)
3

2

(x, y)

これより

v̇x = −G
m1 +m2

(x2 + y2)
3

2

x

v̇y = −G
m1 +m2

(x2 + y2)
3

2

y
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問題 2

1.

r=1,µ1 + µ2 = 1,中心星、惑星が x軸上にあることから重心から中心星までの距離は

1×
m2

m1 +m2

=
µ2

G
µ1

G
+ µ2

G

=
µ2

µ1 + µ2

= µ2

重心から惑星までの距離は

1×
m1

m1 +m2

=
µ1

G
µ1

G
+ µ2

G

=
µ1

µ1 + µ2

= µ1

よって
(x1, y1) = (−µ2, 0)

(x2, y2) = (µ1, 0)

2.

θ = ωt

(ζ,η)を (x,y)に変換する回転行列をRと置くと

R =

(

cosθ −sinθ

sinθ cosθ

)

=

(

cos(ωt) −sin(ωt)
sin(ωt) cos(ωt)

)

(

ξ

η

)

= R

(

x

y

)

よって
{

ξ = xcos(ωt)− ysin(ωt)
η = xsin(ωt) + ycos(ωt)

3.

　 2.2で求めた ξ と η をそれぞれ 2階微分する

η̇ = ẋsin(ωt) + ωxcos(ωt) + ẏcos(ωt)− ω2ysin(ωt)

η̈ = ẍsin(ωt) + ωẋcos(ωt) + ωẋcos(ωt)− ω2xsin(ωt)

+ÿcos(ωt)− ωẏsin(ωt)− (ωẏsin(ωt) + ω2ycos(ωt))

= (ÿ + 2ωẋ− ω2y)cos(ωt) + (ẍ − 2ωẏ − ω2x)sin(ωt)
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4.

問題文の ξ̈ と η̈ を 2.3で求めた式に代入する。

ξ̈ = µ1

ξ1 − ξ

r3
1

+ µ2

ξ2 − ξ

r3
2

= (ẍ − 2ωẏ − ω2y)cos(ωt)− (ÿ + 2ωẋ− ω2y)sin(ωt) (1)

η̈ = µ1

η1 − η

r3
1

+ µ2

η2 − η

r3
2

= (ÿ + 2ωẋ− ω2y)cos(ωt)− (ẍ − 2ωẏ − ω2x)sin(ωt) (2)

(1)式に両辺 cos(ωt)、(2)式に sin(ωt)をかけると
(

µ1

ξ1 − ξ

r3
1

+ µ2

ξ2 − ξ

r3
2

)

cos(ωt) =

(ẍ− 2ωẏ − ω2x)cos2(ωt)− (ÿ + 2ωẋ− ω2y)sin(ωt)cos(ωt)

(

µ1

η1 − η

r3
1

+ µ2

η2 − η

r3
2

)

sin(ωt) =

(ÿ + 2ωẋ− ω2y)cos(ωt)sin(ωt)− (ẍ− 2ωẏ − ω2x)sin2(ωt)

辺々足し合わせると

ẍ− 2ωẏ − ω2x = µ1

ξ1cos(ωt)− ξcos(ωt) + η1sin(ωt)− ηsin(ωt)

r3
1

= µ2

ξ2cos(ωt)− ξcos(ωt) + η2sin(ωt)− ηsin(ωt)

r3
2

ここで、

(

x

y

)

=

(

cos(−θ) −sin(−θ)
sin(−θ) cos(−θ)

)(

ξ

η

)

=

(

cosθ sinθ

−sinθ cosθ

)(

ξ

η

)

{

ξ = xcos(ωt)− ysin(ωt)
η = xsin(ωt) + ycos(ωt)

ẍ− 2ωẏ − ω2x = µ1

x1 − x

r3
1

+ µ2

x2 − x

r3
2

= −

[

µ1

x− x1

r3
1

+ µ2

x− x2

r3
2

]

= −

[

µ1

x+ µ2

r3
1

+ µ2

x− µ1

r3
2

]
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(∵ 1.1より x1 = −µ2、x2 = µ1)

同様に (1)式に両辺 sin(ωt)、(2)式に両辺 cos(ωt)をかけて

(

µ1

ξ1 − ξ

r3
1

+ µ2

ξ2 − ξ

r3
2

)

sin(ωt) =

(ẍ− 2ωẏ − ω2x)cos(ωt)sin(ωt)− (ÿ + 2ωẋ− ω2y)sin2(ωt)
(

µ1

η1 − η

r3
1

+ µ2

η2 − η

r3
2

)

cos(ωt) =

(ÿ + 2ωẋ− ω2y)cos2(ωt) + (ẍ− 2ωẏ − ω2x)sin(ωt)cos(ωt)

これらを整理すると

ÿ − 2ωẋ− ω2y = µ1

−ξ1sin(ωt)− η1cos(ωt) + ξsin(ωt)− ηsin(ωt)

r3
1

= µ2

−ξ2sin(ωt) + η2cos(ωt) + ξsin(ωt)− ηcos(ωt)

r3
2

= µ1

y1 − y

r3
1

+ µ2

y2 − y

r3
2

= −

[

µ1

−y

r3
1

+ µ2

−y

r3
2

]

= −

[

µ1

r3
1

+
µ2

r3
2

]

y

（∵ 2.1より y1 = 0、y2 = 0）よって導出できた。

5.

P (x, y), (x1, y1) = (−µ2, 0), (x2, y2) = (µ1, 0)より三平方の定理を用いて

r1 =
√

(x+ µ2)2 + y2

r2 =
√

(µ1 − x)2 + y2

µ1

r1
=

µ1

((x + µ2)2 + y2))
1

2

µ1

r1
を xで偏微分すると

∂

∂x

µ1

r1
= −

1

2

µ1(2x+ 2µ2)

{(x+ µ2)2 + y2}
3

2

= −µ1

(x+ µ2)

r3
1
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同様にして

µ2

r2
=

µ2

((µ1 − x)2 + y2)
1

2

µ2

r2
を xで偏微分すると

∂

∂x

µ2

r2
= −

1

2

µ2(2x− 2µ1)

{(µ1 − x)2 + y2}
3

2

= −µ2

(x− µ1)

r3
2

U =
ω2

2
(x2 + y2) +

µ1

r1
+

µ2

r2

∂U

∂x
=

∂

∂x

(

ω2

2
(x2 + y2) +

µ1

r1
+

µ2

r2

)

= ω2x−

[

µ1

(x + µ2)

r3
1

+ µ2

(x− µ1)

r3
2

]

= ẍ− 2ωẏ

同様に y でも偏微分する。

∂

∂y

µ2

r1
= −

1

2

µ1 · 2y

{(x + µ2)2 + y2}
3

2

= −µ1

y

r3
1

∂

∂y

µ2

r2
= −

1

2

µ2 · 2y

{(x + µ2)2 + y2}
3

2

= −µ2

y

r3
2

∂U

∂y
=

∂

∂y

(

ω2

2
(x2 + y2) +

µ1

r1
+

µ2

r2

)

= ω2y −

[

µ1

r3
1

+
µ2

r3
2

]

y

= ÿ − 2ωẋ

以上より
{

ẍ− 2ωẏ = ∂
∂x

ÿ − 2ωẋ = ∂
∂y
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6.

2.5より

ẍ− 2ωẏ =
∂

∂x
(3)

ÿ − 2ωẋ =
∂

∂y
(4)

(3)式に ẋ,(4)式に ẏ を両辺かけて辺々足し合わせると

ẋẍ+ ẏÿ =
∂U

∂x
ẋ+

∂U

∂y
ẏ

=

(

∂U

∂x

dx

dt
+

∂U

∂y

dy

dt

)

=
dU

dt

時間で積分する。積分定数を CJ と置くと

1

2
ẋ2 +

1

2
ẏ2 + CJ = U

よって

CJ = U −
1

2
(ẋ2 + ẏ2)
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